Elementy Badan Operacyjnych
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1. WPROWADZENIE

Sprawnos¢ zarzadzania przedsigwzigciami 1 firmami jest jednym z gléwnych postula-
tow gospodarki rynkowej. Przy jego realizacji potrzebne sg efektywne systemy wspomagania
decyzji. Pomocne sg tu badania operacyjne, ktoére dostarczajg modeli 1 metod poszukiwania
rozwigzan optymalnych w danych warunkach ekonomicznych. Badania operacyjne sa stosun-
kowo mloda dziedzing — rozwinely si¢ w czasie drugiej wojny $§wiatowej. Jak sama nazwa
wskazuje, rozwingly si¢ w zwiagzku z problematyka wojskowa. Najpierw w Wielkiej Brytanii,
potem w Stanach Zjednoczonych przy dowddztwach wigkszych jednostek powotano grupy
ekspertow sktadajace si¢ z przedstawicieli roznych dyscyplin naukowych, ktérych zadaniem
byla analiza niektorych zamierzonych operacji. Dzi§ z perspektywy czasu ocenia si¢, ze naj-
wigksza zastuga tych grup jest to, iz potrafily wypracowaé pewne og6lne metody. Metody te
umozliwity analize wielu wariantow planu pewnej operacji 1 wybranie wariantu najkorzyst-
niejszego.

Okazato si¢, ze metody badan operacyjnych maja znacznie szersze zastosowanie niz do
zagadnien wojskowych, a w szczegdlnosci, ze mogg by¢ z powodzeniem stosowane do roz-
wigzywania problemow techniczno-ekonomicznych.

Trzeba jednak zwréci¢ uwage, iz historia badan operacyjnych siega okresu przed II
wojng. Wymieni¢ trzeba przede wszystkim nazwisko L.W. Kantorowicza, ktory w 1939 r.
opublikowal prace zawierajaca przeglad metod matematycznych do planowania przedsigbior-
stwa oraz zawierajacg metody rozwigzywania modeli liniowych. Tym samym Kantorowicza
uznaje si¢ za tworc¢ programowania liniowego, ktore kilka lat pdzniej rozwinglo si¢ niezalez-
nie w krajach zachodnich.

Kazda dzialalno$¢ (w tym takze dzialalno$¢ gospodarcza) odbywa si¢ w okreslonych
warunkach, opiera si¢ na pewnych zasobach (finansowych czy materialnych) oraz zasilaniu
informacyjnym 1 podporzadkowana jest okre§lonemu celowi (celom). Warunki dziatania wy-
znaczaja zakres mozliwych plandw realizacji okreslonego przedsigwzigcia. Plany zgodne z
wymaganiami narzuconymi przez warunki dzialania nazywane sg planami (decyzjami) do-
puszczalnymi. Natomiast nie kazdy plan dopuszczalny jest jednakowo dobry w $wietle celow
jaki stawiajg sobie podmioty gospodarcze. Stad powstaje problem wyboru planu najlepszego
— optymalnego, zgodnie ze sformulowanym kryterium optymalno$ci. Badania operacyjne
(zaliczane do nauk o zarzadzaniu) dostarczajg metod wspomagajacych podejmowanie decyzji.
Mozna powiedzie¢, ze badania operacyjne zajmuja si¢ analizg celowych dziatalno$ci (opera-
cji), generowaniem 1 oceng ilosciowg réznych decyzji kierowniczych (taktycznych lub strate-
gicznych). W analizie roznych decyzji wykorzystywane sa metody matematyczne (szczegdl-
nie optymalizacyjne), heurystyczne oraz symulacja komputerowa.

W badaniach operacyjnych wyrdznia si¢ cztery nastepujace etapy:
1. Sformutowanie problemu i budowa modelu.

Nalezy tu poczatkowo opisowo okresli¢: o czym mamy decydowac, co jest celem dziata-
nia, jakie s3 warunki w ktorych dziatamy, jakie $rodki wchodza w gre i co stanowi kryte-
rium umozliwiajace ocen¢ wynikow dziatania, a nastgpnie zapisa¢ to w postaci modelu
matematycznego. Model odzwierciedla interesujacy nas fragment rzeczywistosci z pomi-
nigciem mniej istotnych elementow tej rzeczywistosci. Budujac model matematyczny na-
lezy zawsze pamigta¢ o tym, aby uwzglednial on wszystkie istotne elementy, mogace
mie¢ wptyw na podejmowang decyzjg.

2. Rozwigzanie modelu, czyli wyznaczenie decyzji optymalnej.

3. Weryfikacja modelu i uzyskanego rozwigzania.
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Jest to konieczne, zanim rozwigzanie zostanie zastosowane w praktyce. Chodzi o kon-
frontacje uzyskanego rozwigzania z rzeczywisto$ciag w takim zakresie w jakim to jest
mozliwe. Jezeli okaze si¢, ze model czy jego rozwiazanie nie jest adekwatne do rzeczy-
wisto$ci, ze przeoczono czynniki istotne - powinna nastgpi¢ korekta modelu 1 poszcze-
gblne kroki procedury powinny by¢ powtorzone.

4. Wdrozenie rozwigzania i opracowanie systemu kontroli.

Rozwigzany model stanowi wskazéwke do podjecia decyzji. Rownoczes$nie trzeba pa-
migtaé, ze rzeczywistos¢ nie jest statyczna, ze podlega nieustannym zmianom (moga
zmieni¢ si¢ warunki dziatania co wyraza si¢ zmianami warto§ci parametrOw, moze si¢
takze zmieni¢ charakter relacji wystepujacych w modelu) w zwigzku z tym rozwigzanie
ktoére kiedy$ uznano za optymalne po pewnym czasie moze przesta¢ by¢ optymalnym.
System kontroli powinien zapewnia¢ szybka informacj¢ o zmianie warunkow a takze
umozliwia¢ szybka zmian¢ rozwigzania, by bylo ono optymalne w nowych warunkach.
Bardzo czesto algorytmy rozwigzywania modeli badan operacyjnych uzupeinione sg o
dodatkowe moduty (metody) umozliwiajace analiz¢ wrazliwo$ci uzyskanego rozwiaza-
nia na zmiany parametrow modelu.

Do analizy decyzji niezbedna jest informacja, dana jako parametry modelu, W zaleznosci

od charakteru posiadanych informacji wyrdznia si¢ kilka typoéw modeli badan operacyjnych.
Z typami wigza si¢ z kolei metody ich rozwigzywania. Jezeli wszystkie parametry modelu sa
wielko$ciami znanymi 1 stalymi to mamy do czynienia z modelami deterministycznymi. W
tych modelach kazda mozliwa decyzja prowadzi do jednoznacznie okreslonych wynikow.
Metody stosowane przy rozwigzywaniu modeli deterministycznych to:

rachunek roézniczkowy — ktory umozliwia wyznaczenie ekstremum funkcji wielu zmien-
nych; stosowany jest jednak tylko do rozwigzywania bardzo prostych problemow,

programowanie liniowe — modele w ktorych wszystkie relacje maja charakter liniowy;
metoda ta odgrywa w badaniach operacyjnych szczego6lng role, bowiem w praktyce czesto
spotykamy si¢ z zagadnieniami, ktore daja si¢ uja¢ w postaci modelu liniowego, lub za
pomocg odpowiednich przeksztalceh mozna je sprowadzi¢ do modelu liniowego,
programowanie nieliniowe — pod tg nazwa wystepuje szereg roznych metod, stosowa-
nych do rozwigzywania problemow, ktorych nie da si¢ opisa¢ bez specjalnego znieksztat-
cania rzeczywistosci modelem liniowym.

Jezeli parametry modelu sa nieznane, ale znane sg ich rozklady prawdopodobienstwa, to

mamy do czynienia z modelami w warunkach ryzyka (modele statystyczne lub probabili-
styczne).

Wreszcie modele, w ktorych nie sa znane nawet rozktady parametrow, a znany jest z regu-

ly tylko zbiér wartosci jakie parametry mogg przyjmowacé nazywane s3 modelami podejmo-
wania decyzji w warunkach niepewnosci (modelami strategicznymi), ich typowym przykta-
dem sg modele teorii gier.
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2. PROGRAM LINIOWY

Programem liniowym (PL) nazywamy zadanie o nastepujacej postaci:
¢ X +¢,x,+-+cyx, — max funkcja celu (funkcja kryterium)
a, X, +a,x, +...+a,,x, <b

Ay X, +apX, +...+a,,Xx, <b, ) L
warunki ograniczajgce (1)

Ay Xy + Ay Xy +ooo+a,,,xy < by,
X, X,, Xy =20  warunki brzegowe

lub
¢ x,+c,x,+-+cyx, — min funkcja celu (funkcja kryterium)

a, X, +a,x, +...+a,,xy 2 b

Ay X, + Xy +...+ayyXy 2D, ) L
warunki ograniczajace 2)

Ay X, + Ay Xy +.ooFayx,, 2b),
X, Xy, Xy 20 warunki brzegowe

Program liniowy (1) nazywamy standardowym zadaniem maksymalizacji a program (2)
standardowym zadaniem minimalizacji.

W programie tym wystepuja pewne wielkosci dane — parametry: ay;, by, ¢; (i = 1,2,....M;
Jj = 1,2,...,N) oraz wielkosci, ktore nalezy ustali¢ — zmienne decyzyjne: x; (j = 1,2,...,N).

Elementami kazdego programu liniowego sg: warunki ograniczajace, warunki brzegowe 1
funkcja celu. Warunki ograniczajace to uktad rownan lub nieréwnos$ci opisujacych warunki
dziatania. W konkretnych sytuacjach decyzyjnych nierowno$ci w warunkach ograniczajacych
moga oczywiscie mie¢ przeciwny zwrot, mogg to takze by¢ réwnosci. W warunkach brzego-
wych zaklada sie, ze zmienne decyzyjne, ktore sg pewnymi wielko$ciami ekonomicznymi
beda liczbami nieujemnymi. Funkcja celu umozliwia wybor optymalnego przy istniejacych
ograniczeniach wariantu planu; moze by¢ maksymalizowana lub minimalizowana.

Zbior wartosci zmiennych decyzyjnych spelniajacy warunki ograniczajace 1 warunki brze-
gowe nazywamy rozwigzaniem dopuszczalnym PL. Rozwigzan dopuszczalnych jest zwykle
wiele. Sposrod nich wybiera si¢ takie, dla ktorego (ktorych) funkcja celu przyjmuje wartos¢
ekstremalng (w zaleznosci od sytuacji maksymalng lub minimalng). Jest to rozwigzanie opty-
malne.

Standardowy program liniowy moze by¢ odpowiednio takze zapisany w notacji macie-
rZOWej:

¢'x = max ¢'x — min
Ax<b Ax>b 3)
x>0 x>0

gdzie: A jest macierza wspotczynnikéw stojacych po lewej stronie uktadu warunkow ograni-
czajacych (o wymiarach MxN), b jest wektorem (kolumnowym, o wymiarach Mx1) wyrazow
wolnych ukladu warunkéw ograniczajacych, ¢' jest wektorem wierszowym (o wymiarach
I1xN) wspotczynnikow funkcji celu 1 x jest wektorem zmiennych decyzyjnych (o wymiarach
Nx1).
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Zatem, rozwigzanie programu liniowego polega na wyznaczeniu optymalnych wartosci
zmiennych decyzyjnych.

Uniwersalng, numeryczng metoda rozwigzywania programoéw liniowych jest tzw. algo-
rytm simpleks. Jest to procedura iteracyjna (etapowa), ktora polega na tym, ze wyznacza si¢
dowolne poczatkowe rozwigzanie dopuszczalne, tzw. rozwigzanie bazowe i to rozwigzanie
poprawia si¢ w kolejnych iteracjach, az do momentu stwierdzenia, ze dalsza poprawa jest
niemozliwa. Odpowiednie procedury zapewniaja, ze kazde kolejne rozwigzanie bazowe jest
lepsze (a przynajmniej nie gorsze) od poprzedniego. Poprawa rozwigzan w kolejnych itera-
cjach polega na osiaganiu coraz wyzszej wartosci funkcji celu, ktéra jest maksymalizowana
(lub coraz nizszej wartosci funkcji celu, ktora jest minimalizowana). Jest to procedura praco-
chlonna i1 zwykle realizuja ja wyspecjalizowane pakiety komputerowe, jak np. CMMS, QSB,
Lindo. Mozna ja takze zrealizowa¢ w arkuszu kalkulacyjnym Excel, wykorzystujac modut
(narzedzie) jakim jest Solver, pamigtajac jednakze, aby w opcjach zaznaczy¢, iz interesuje nas
optymalizacja liniowa, gdyz Solver potrafi takze szuka¢ ekstremum (zar6wno warunkowego,
jak 1 bezwarunkowego) modeli nieliniowych, ale uruchamia w tym celu podmodutly réznicz-
kowania numerycznego, zupehie zbedne w optymalizacji liniowe;.

W szczegdlnym przypadku, gdy w modelu wystgpuja dwie zmienne decyzyjne — mozna
program liniowy rozwigza¢ metodg geometryczng. Innym szczegdlnym przypadkiem sg mo-
dele w ktérych wystepuja wigcej niz dwie zmienne decyzyjne ale tylko dwa warunki ograni-
czajace. Do rozwigzania takiego modelu mozna wykorzysta¢ zaleznosci pomiedzy progra-
mem pierwotnym 1 dualnym, tzn. rozwigza¢ program dualny (w ktorym beda tylko dwie
zmienne decyzyjne), a nastepnie przejs¢ do rozwigzania programu pierwotnego wykorzystu-
jac odpowiednie twierdzenie.

3. PRZYKLADOWE KLASY ZAGADNIEN PROGRAMOWANIA LINIOWEGO

Za pomocg modeli programowania liniowego mozna opisa¢ bardzo wiele sytuacji decy-
zyjnych, w ktorych zaleznosci pomigedzy zmiennymi sg typu liniowego. Najczes$ciej omawia-
ne s3 trzy problemy mikroekonomiczne: wybor wielkosci 1 struktury produkcji w zaktadzie
produkcyjnym, wybodr procesu technologicznego oraz problem diety (mieszanki). Znajomo$¢
tych typowych probleméw stanowi zwykle podstawe umozliwiajacg rozwigzanie takze innych
problemow pojawiajacych si¢ w praktyce.

3.1. Wybér asortymentu produkcji w zakladzie przemystowym.

Zaktad (firma) moze produkowa¢ N wyrobow. Do ich produkcji zuzywane sg rozne
srodki produkc;ji, z ktérych czes$¢ jest dostepna w ograniczonych ilosciach, zatozmy ze jest do
dyspozycji M limitowanych §rodkéw produkcji. Dane sg normy zuzycia srodkdéw produkcji na
jednostke kazdego wyrobu, zasoby srodkow produkcji, ceny lub zyski jednostkowe ze sprze-
dazy wyrobow, moga by¢ takze dodatkowe informacje o popycie na produkowane wyroby
(maksymalnej ilosci jakg bedzie mozna sprzeda¢ lub minimalnej ilo$ci jaka trzeba wyprodu-
kowa¢ aby zrealizowa¢ zamdwienia odbiorcéw). Zatem parametrami w modelu matematycz-
nym zagadnienia s3:

a; — zuzycie i-tego limitowanego $rodka produkcji na wytworzenie jednostki j-tego wyrobu
i=1,..M; j=1,.,N),

b; — posiadany zasob i-tego limitowanego $rodka produkeji,

¢; — cena lub zysk jednostkowy ze sprzedazy j-tego wyrobu,
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u; — minimalna ilo$¢ j-tego wyrobu jaka trzeba wyprodukowac,
v; — maksymalna ilo$¢ j-tego wyrobu jaka mozna sprzedac.

Nalezy okresli¢ wielkos¢ produkcji poszczegdlnych wyrobow, tak aby nie przekraczajac
posiadanych zasobdéw $rodkdéw produkeji i ewentualnie spetniajac pewne dodatkowe ograni-
czenia dotyczace struktury produkcji zmaksymalizowa¢ przychdd (lub zysk) z ich sprzedazy.

Zmiennymi decyzyjnymi w tym zagadnieniu sa zatem wielko$ci produkcji wyrobow:
x; - wielkos¢ produkcji j-tego wyrobu, a ogdlny model zagadnienia mozna zapisa¢ nastepuja-
co:

X, +C,X%, +...+cyx, — max

a,\ X, +a,x, +...+a,,x, <b

Ay X, +ay,%, +.o.+ayxy <b,

u; <x,<v, dla niektoérych j

Xjyee0sX, 20

*9%n

lub nadal skalarnie, jednakze w sposob bardziej zwarty:

gdzie pierwsze M warunkow dotyczy ograniczonych zasobow srodkéw produkcji, pozostate
za$ warunki, ktére nie zawsze wystepuja zwigzane sg z ograniczeniami ze strony popytu.

Przyklad 1. Przedsigbiorstwo produkuje dwa wyroby: W, i W,. Ograniczeniem w proce-
sie produkcji jest czas pracy trzech maszyn: M;, My 1 M3. W tablicy 1 podano zuzycie czasu
pracy kazdej z tych maszyn na produkcje jednostki poszczegdlnych wyrobdw, dopuszczalne
czasy pracy maszyn oraz ceny wyrobow.

Tablica 1
Zuzycie czasu pracy maszyny | Dopuszczalny czas
Maszyny (w godz.) ma jednostke wyrobu pracy maszyny
W, W, (w godz.)
M; 2 1 1000
M, 3 3 2400
M; 1,5 — 600
Ceny (z1) 30 20

a) Nalezy okresli¢ w jakich ilosciach produkowaé poszczegdlne wyroby, aby przy istnie-
jacych ograniczeniach przychdd z ich sprzedazy byl mozliwie najwigkszy.

b) Czy optymalna struktura produkcji ulegnie zmianie, jezeli cena wyrobu W wzrosnie do
40 z1.
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Rozwigzanie:

Ad a) Nalezy ustali¢ wielkos¢ produkeji dwoch wyrobow, zatem zmiennymi decyzyjnymi
beda: x; — wielko$¢ produkcji wyrobu W 1 x; — wielko$¢ produkcji wyrobu W,. W warunkach
ograniczajacych nalezy zapisa¢, iz wielkosci produkcji tych wyrobow powinny by¢ takie, aby
nie zostaty przekroczone dopuszczalne czasy pracy maszyn. Dla maszyny M; warunek bedzie
miat posta¢: 2x;+1x, <1000 (gdzie 2x; to zuzycie czasu pracy M| na produkcje wyrobu W,
a lx, to zuzycie czasu pracy tej maszyny na produkcje wyrobu W5). Analogiczne warunki dla
maszyn M, 1 M3 przyjmuja posta¢: 3x;+3x2 <2400 1 1,5x; < 600. Poniewaz nie ma tu zad-
nych dodatkowych ograniczen dotyczacych wielkosci produkcji poszczegdlnych wyrobow,
wystarczy doda¢ warunki brzegowe i funkcje celu maksymalizujaca przychdd ze sprzedazy:
30x;+20x, —» max (gdzie 30x; to przychod ze sprzedazy wyrobu W, a 20x; to przychdd ze
sprzedazy wyrobu W,). Zatem w catosci PL dla powyzszej sytuacji decyzyjnej ma postac:

F(x,,x,)=30x, +20x, — max.
1) 2x, + x, <1000

2) 3x, +3x, <2400

3) 1,5x, < 600

4) x,x,20

Poniewaz w programie wystepuja tylko dwie zmienne decyzyjne mozna go rozwigza¢ me-
todg geometryczng (na uktadzie wspotrzednych). Aby narysowa¢ réwnania poszczegdlnych
prostych nalezy dla kazdej z nich znalez¢ dwa punkty przez ktore jej wykres przechodzi. Naj-
fatwiej jest znalez¢ punkty przecigcia prostych z osiami uktadu wspotrzednych. I tak np. dla
warunku (1), jezeli przyjmiemy, ze x, =0 — wodwczas x; = 500; ten punkt zaznaczamy na osi
x1. Jezeli z kolei przyjmiemy x; = 0 wowczas x, = 1000; ten punkt zaznaczamy na osi x;. Te
dwa punkty laczymy prosta a poniewaz warunek (1) ma posta¢ nierownosci “<” — jego geo-
metrycznym obrazem jest polptaszczyzna lezaca ponizej (na lewo) wraz z punktami naleza-
cymi do prostej, co na rysunku zaznaczono za pomocg strzatki skierowanej w dot. Analogicz-
nie zaznaczono na rys. 1.1 pozostale dwa warunki: prosta (2) przecina o$ x; w punkcie 800 1
o$ x> w punkcie 800 a warunek spetniaja punkty lezace na prostej i ponizej; graficznym obra-
zem warunku (3) jest polplaszczyzna ponizej prostej (facznie z tg prosta) rownoleglej do osi
x; o rownaniu x; = 400.

Obszar spelniajacy wszystkie warunki to pigciobok ABCDE; punkty (o wspétrzednych x;
1 x7) lezace na jego krawedziach (brzegach) 1 wewnatrz sg rozwigzaniem dopuszczalnym PL.
W tym wieloboku nalezy znalez¢ punkt lub punkty stanowigce rozwigzanie optymalne, przy
czym kryterium optymalnosci jest maksymalizacja przychodu ze sprzedazy, danego funkcja
F(x1, x2).

Rozwigzanie optymalne, jesli istnieje, znajduje si¢ zawsze w wierzchotku (lub wierz-
chotkach, ale wtedy cata krawedz, taczaca te wierzchotki jest rozwigzaniem optymalnym)
zbioru rozwigzan dopuszczalnych. Mozna je zatem znalez¢ obliczajgc wartosci funkcji celu
we wszystkich jego wierzchotkach. Wspotrzedne wierzchotkéw znajdujemy rozwigzujac
odpowiednie uktady rownan dla par przecinajgcych si¢ w nich warunkéw (prostych). I tak, w
naszym przyktadzie, mamy:

A(0; 0) F(A) = 30-0 +20-0 = 0,
B(400; 0) F(B) = 30-400 + 20-0 = 12 000,
C(400; 200) F(C) = 30-400 + 20-200 = 16 000,

Antoni Goryl, Anna Walkosz: Programowanie liniowe strona 7



Elementy Badan Operacyjnych

D(200; 600) F(D) = 30-200 + 20-600 = 18000,
E(0; 800) F(E) =30-0 +20-800 = 16 000.
Najwyzsza warto$¢ funkcja celu przyjmuje w punkcie D; zatem wspotrzedne tego punktu

stanowig rozwigzanie optymalne problemu.

A
X2

1008| <4

900

D(200; 500}

500 N

\ hY
b AN
N o N
“ feys ) = 12000
N 5\
o N, N
5\ \ C{400; 200)
Al ~
N N
100 TN N
- “ \
flxy: %) = B nnn\\ \\
N ~
A »
Ay
A(D] 0) =] g 8 gPMINDE M 8 = g %

N S
Rys. 1.1 Rozwiazanie graficzne przyktadu 1 punkt a)

Rozwigzanie optymalne mozna znalez¢ takze znacznie szybciej. Przyjmuje si¢ mianowicie
dowolng warto$¢ funkcji celu (taka aby mozna bylo ja nanie$¢ na rysunek) i rysuje jej wykres,
dla odréznienia od warunkow ograniczajacych — na rys. 1.1 zaznaczono j3 linig przerywang.
Przyjmijmy np. warto$¢ poczatkowa 6000. Mamy zatem F(x;, x2) = 30x; + 20x; = 6000; funk-
cja przecina o$ x; w punkcie 200 1 0§ x, w punkcie 300. Zauwazmy, ze gdybySmy przyjeli
warto§¢ wyzsza np., 12000 to otrzymalibySmy prosta o réwnaniu F(x), x) =
30x; + 20x; = 12000. Prosta ta bytaby rownolegta do pierwszej prostej, ale bardziej oddalona
od poczatku uktadu wspdtrzednych. Gdyby$Smy natomiast wzigli pewna warto$¢ nizsza np.
3000, to prosta F(xi, x2) = 30x; + 20x; = 3000 bytaby tez rownolegta do prostej pierwszej, ale
lezataby blizej poczatku uktadu wspodirzednych. Widzimy zatem, iz gdyby$Smy na rysunek
naniesli proste dla réznych wartosci F(x;, x2), wszystkie one bytyby rownolegte do siebie 1 do
pierwszej wyznaczonej prostej. Znalezienie punktu optymalnego sprowadza si¢ do tego, aby
w wieloboku rozwigzan dopuszczalnych znalez¢ punkt lezacy na prostej o najwyzszej warto-
$ci funkcji celu.

Praktycznie jednak wystarczy wykresli¢ jedng prosta i jg przesuwac rownolegle, w zalez-
nosci od potrzeb w gore lub w dot, tak aby w przypadku maksymalizacji funkcji celu znalez¢

punkt zbioru rozwigzan dopuszczalnych potozony mozliwie najdalej od poczatku uktadu
wspotrzednych (jezeli funkcja celu jest minimalizowana — bedziemy szukaé punktu potozo-
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nego mozliwie najblizej poczatku ukladu wspotrzednych). Jak widaé F(xy, x2) =
30x; + 20x; = 6000 mozna przesung¢ rownolegle tak, ze bedzie ona styczna do zbioru rozwia-
zan dopuszczalnych w punkcie D o wspotrzednych:

x1%=200; x*=600; F(x;*, x2*)=30-200+20-600=18000.

Zatem nalezy produkowa¢ 200 sztuk wyrobu W, 1 600 sztuk wyroby W, co da przychdd
ze sprzedazy (maksymalny przy istniejacych ograniczeniach) w wysoko$ci 18000 zt.

Ad b) Jezeli cena wyrobu W, zostanie podwyzszona do 40 zl, zbidr rozwigzan dopusz-
czalnych nie ulegnie zmianie, moze natomiast zmieni¢ si¢ rozwigzanie optymalne, bo zmienia
si¢ kat nachylenia (wspotczynnik kierunkowy) funkcji celu. Nowa funkcja kryterium przyj-
muje postac: F’(xj, X2) =40x; + 20x,, a po przyjeciu jej poczatkowej wartosci np. 8000 wy-
kres funkcji F’(x;, x2) = 40x; + 20x, = 8000 zaznaczono takze na rys. 1.2.

A
Xz

1000| <4

a00

700)

il D{200: 600)

500)

300) A

200) *
C1400; 200)

100)

k J

X

x
o
2
100
200

Bl400 0)2 N
)

400
600
700
800

Rys. 1.2 Rozwigzanie graficzne przykiadu 1 punkt b)

Przesuwamy ja nastgpnie w gore szukajac punktu nalezacego do wieloboku ABCDE poto-
zonego mozliwie najdalej od poczatku uktadu. Jak wida¢ najwyzsze jej potozenie pokrywa
si¢ z odcinkiem CD zbioru rozwigzan dopuszczalnych [nietrudno zauwazy¢, iz funkcja
F’(x1, x3) jest rownolegta do prostej (1), do ktorej nalezy odcinek DE, tzn. ich wspotczynniki
sa odpowiednio proporcjonalne], zatem caly odcinek CD bedzie obecnie zbiorem rozwigzan
dopuszczalnych. Jak tatwo sprawdzi¢, warto$¢ funkcji celu w obu punktach jest taka sama:
F’(C)=40-400 + 20-200 =20000 i F’(D)=40-200 + 20-600 =20000. Taka samag warto$¢
przyjmie funkcja celu w dowolnym innym punkcie odcinka CD. W tym przypadku mamy
nieskonczenie wiele rozwigzan optymalnych, dwa przyktadowe to:
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x1 =200, x, =600, lub x, =400, x; = 200.
Przy takich strukturach produkcji przychodd ze sprzedazy wyrobow wyniesie 20 000 zt.

Przyklad 2. Przedsigbiorstwo produkuje trzy wyroby: A, B, C do produkcji ktérych zu-
zywa m. in. dwa limitowane surowce. W ciggu miesigca mozna zuzy¢ nie wigcej niz 3000 kg
surowca S 1 nie wigcej niz 1500 kg surowca S,. Inne niezbedne dane zawiera tabl. 2.

Tablica 2
Surowce Zuzycie surowca (w kg) na jednostke wyrobu
A B C
Si 3 6 8
Sz 6 4 9
Cena wyrobu (zt) 36 54 36

a) Ustali¢ miesigczng wielkos$¢ produkcji tych wyrobow, tak aby zmaksymalizowaé przy-
chdd z ich sprzedazy.

b) Zatozmy, ze bedzie mozna dokupi¢ miesiecznie dodatkowe 10 kg surowca S;. Jak
wplynie to na przychdd ze sprzedazy?

Rozwigzanie:

Ad a) Nalezy ustali¢ dzienng wielko$¢ produkcji trzech wyrobow, zatem w modelu zagad-
nienia wystapia trzy zmienne decyzyjne: x; — wielko$¢ produkcji wyrobu A, x, — wielkos¢
produkcji wyrobu B, x3 — wielko$¢ produkcji wyrobu C. Ograniczeniem w procesie produkcji
sg tylko zasoby dwoch surowcow. Warunek ograniczajacy zuzycie surowca S; ma postac:

3X1 + 6X2 + 8X3 < 3000
Analogiczny warunek dla surowca 2 ma postac:

6X1 + 4X2 + 2X3 < 1500
Po dodaniu warunkéw brzegowych i funkcji celu model przyjmuje postac:

F(x,x,,x;)=36x, +54x, +36x, — max

3x, +6x, +8x; < 3000

6x, +4x, +2x, < 1500

X, %y,%, 20

Poniewaz w modelu wystepuja trzy zmienne decyzyjne, trudno bytoby go rozwigza¢ me-

toda geometryczng, natomiast ze wzglgdu na tylko dwa warunki ograniczajace latwo mozna
go rozwigza¢ wykorzystujac zaleznosci pomiedzy programem pierwotnym i dualnym, bo-
wiem w programie dualnym (PD) wystapia tylko dwie zmienne decyzyjne, powiedzmy y; 1y,
odpowiadajace warunkom ograniczajagcym programu pierwotnego (PP). Natomiast kolejne

warunki PD konstruujemy ze wspolczynnikéw stojacych przy odpowiednich zmiennych PP.
Zgodnie z omowionymi dalej pozostatymi zasadami konstrukcji PD przyjmuje on postaé:

F(y,,y,)=3000y,+1500y, — min
1) 3y,+6y, = 36

2) 6y, +4y, =2 54

3) 8y, +2y, = 36

4 iy, 20

Antoni Goryl, Anna Walkosz: Programowanie liniowe strona 10




Elementy Badan Operacyjnych

Jak tatwo sprawdzi¢, postugujac si¢ np. metoda geometryczng, rozwigzanie optymalne
programu dualnego oraz optymalna wartos$¢ funkcji celu ksztaltujg sig:

yi*=1,8; 1,*=10,8; F(yi*, »2*)=3000-1,8 + 1500 -10,8 = 21 600.

Znajac rozwigzanie programu dualnego (PD) mozna przejs¢ do rozwigzania programu
pierwotnego (PP) korzystajac z przytoczonych dalej twierdzen. Sprawdzimy zatem jak (ostro
czy stabo), dla rozwigzania optymalnego (y1*, y»*) spelnione sg poszczegdlne warunki PD.
Otrzymujemy:

1) 3-1,8+6:108=702>36 = x, =0
2) 6:-1,8+4:10,8=54=54
3) 8:1.8+2-10,8=36=36
A wigc ostro spetniony jest warunek (1), z czego wynika ze odpowiadajaca mu optymalna

warto$¢ zmiennej w PP (x*) przyjmuje warto$¢ 0, natomiast y;* 1y,* sg dodatnie, wigc od-
powiadajace im warunki 1) i 2) PP s3 dla rozwigzan optymalnych x,* i x3* spelnione stabo

(lewa 1 prawa strona sg sobie rowne — zachodzg z rdwnoscig). Wstawiajac wiec x; =0 do
PP otrzymujemy uktad rownan:

6x, +8x; =3000
4x, +2x, =1500
ktorego rozwigzanie to: x* =300, x3*=150.

Zatem optymalne rozwigzanie zagadnienia (PP), to:
X =0; x> =300, x5 =150, F(x,x5,%:)=54-300+36-150=21600= F(y ,y:).

Jak wiec widac, zgodnie z podstawowym twierdzeniem o dualizmie: wartosci funkcji celu
dla rozwigzan optymalnych obu programdow sg sobie rowne.

Nalezy zatem produkowac¢ 300 sztuk wyrobu B 1 150 sztuk wyrobu C, natomiast wyrobu
A nie produkowa¢. Miesigczny przychdd ze sprzedazy tych wyrobow wyniesie 21600 zt.

Adb) W odpowiedzi na pytanie jak wzro$nie przychdd ze sprzedazy wyrobow, jezeli za-
sob surowca S; wzrosnie o 10 kg wykorzystamy interpretacj¢ zmiennych dualnych. Zalézmy
na wstepie, ze mozna dokupi¢ 1 kg surowca S; 1 wyznaczmy rozwigzanie uktadu (przy zalo-
zeniu, ze ten dodatkowy zasob nie wplynie na zmian¢ rozwigzania optymalnego):

6x, +8x; =3001
4x, +2x, =1500

Jest nim x;* =299,9; x3* =150,2 (x;* =0), a F(x1*, x2*, x3%¥) = 36-0 + 54-299,9 + 36-150,2 =
21601,8. Wzrost zasobu surowca S; o 1 kg dat przyrost przychodu ze sprzedazy (wartosci

funkcji celu) 0 AF = 21601,8 — 21600 = 1,8 =y, .

Mozna takze sprawdzi¢, iz gdyby o 1 kg wzrdst zaséb surowca S,, to rozwigzaniem
uktadu rownan:

6x, +8x, =3000
4x, +2x, =1501
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sg warto$ci xo* =300,4; x3*=149,7, a F(x1*, x2*, x3*) = 36:0 + 54:300,4 + 36:149,7 =
21610,8. Zatem warto$¢ przychodu ze sprzedazy wzrosta o AF=21610,8—
21600 = 10,8 = y,*.

Mozna takze sprawdzié, iz jezeli zasoéb surowca S; wzrosnie o 10 kg, to przychdod ze
sprzedazy wyrobow wzrosnie o 18 zt (10-1,8) — podkreslmy raz jeszcze, ze zaklada si¢ iz
taka zmiana zasobu $rodka nie powoduje zmiany rozwigzania optymalnego.

Zgodnie z neoklasyczng teorig ekonomii, zmienna dualna y; okresla wigc krancowa pro-
duktywnos$¢ jednostki i-tego srodka.

Na zakonczenie warto zwrdci¢ uwage na ciekawa interpretacj¢ ekonomiczng programu
dualnego do zagadnienia wyboru asortymentu produkcji. Przede wszystkim zauwazmy, iz
zmienne dualne interpretowane sg takze jako ceny dualne. W tym przypadku to ceny srodkow
produkcji, wyrazone w zt na jednostke srodka produkcji.

Zatézmy, ze konkurent chce odkupi¢ od producenta $rodki produkcji. Budujac a nastgpnie
rozwigzujac program dualny konkurent oblicza jakie ceny powinien producentowi zaofero-
wac. Z jednej strony chciatby odkupi¢ §rodki jak najtaniej, proponuje wigc aby Zbl. y;, czyli
warto$¢ funkcji celu programu dualnego byta jak najnizsza. Z drugiej jednak strony konkurent
musi liczy¢ si¢ z faktem, ze jezeli zaoferuje producentowi zbyt niskg ceng, to ten posiadanych
srodkow nie sprzeda. Cena za niska, to taka, przy ktorej przychdd ze sprzedazy tych srodkow
bylby nizszy od przychodu jaki producent mégltby uzyskaé produkujac ze srodkdw wyroby i
sprzedajac te wyroby. Gdyby producent sprzedal §rodki niezbedne do produkcji jednostki
Jj-tego wyrobu po cenach y; (i = 1,..., M), to dostatby sume 2a;y;, a wigc optaci mu si¢ sprze-
da¢, jezeli ta suma bedzie nie mniejsza od ceny lub zysku ze sprzedazy tego wyrobu, czyli:

Za,-jyiz Cj (j: 1,2,...,N),
a warunki te stanowig ograniczenia programu dualnego.

Zatem pogram dualny do zagadnienia wyboru asortymentu produkcji to program, ktory
powinien rozwigza¢ konkurent pragnacy naby¢ srodki produkcji od producenta, jezeli chciat-
by dziata¢ racjonalnie i liczy na racjonalne zachowanie producenta.

3.2. Wybér procesu technologicznego

Zaktad ma wyprodukowa¢ M wyroboéw w ilosciach by, b,,...,bp. Do wytwarzania tych
wyrobow mozna stosowac N procesow technologicznych. Stosujac j—ty proces z jednostkowa
intensywnoscig (w skali jednostkowej — jeden raz) uzyskuje si¢ poszczegolne produkty w
ilosciach a;; ponoszac koszty c;. Nalezy tak dobra¢ procesy technologiczne by wytworzy¢ po-
trzebne iloSci wyrobow przy najmniejszych kosztach. Zatem zmienne decyzyjne x; oznaczaja
tu intensywnos¢ z jaka powinny by¢ stosowane poszczegolne procesy technologiczne (skalg
ich zastosowania). Zadanie to sprowadza si¢ do rozwigzania nast¢gpujgcego modelu:

¢ X +C, X, + -+ cyxy — min
a, X, +a,x, +...+a,,xy = b
Ay X, +ApX, +...+ Ay Xy 2 b,

Antoni Goryl, Anna Walkosz: Programowanie liniowe strona 12



Elementy Badan Operacyjnych

gdzie, powtdrzmy raz jeszcze, poszczegolne parametry oznaczaja:

a; — 1los¢ i—tego wyrobu uzyskana przy zastosowaniu j—tego procesu technologicznego z
jednostkowg intensywnoscig (i = 1,2,..., M; j=1,2,..., N),

b; — planowana wielko$¢ produkcji i—tego wyrobu,

¢; — koszt zastosowania j—tego procesu technologicznego z jednostkowg intensywnoscia.

Zagadnienie wyboru procesu technologicznego ma wiele réznych wariantow. Jednym z
nich jest problem znany w literaturze jako problem rozkroju. Z pewnego surowca (np. ktody
drewna, arkusze blachy, bele papieru) nalezy wykroi¢ okreslone elementy (belki o pewnej
dtugosci, detale o okreslonym ksztalcie. Istniejg na ogdt rézne sposoby rozkroju surowca da-
jace pozadane elementy w roznych ilo$ciach. Sposoby rozkroju to procesy technologiczne.
Przez intensywnos$¢ danego procesu (sposobu rozkroju) rozumie si¢ liczbe jednostek surowca
rozkrojonych danym sposobem. Natomiast kosztem jednostkowym jest odpad jaki powstaje
po wykrojeniu z surowca tych elementow (lub koszt odpadu). Te¢ sytuacje ilustruje kolejny
przyktad.

Przyklad 3. Klient dostarczyt do tartaku ktody o dlugosci 4,4 m, zlecajac pocigcie ich
tak, aby otrzymac 400 kompletow belek. Na 1 komplet sktadaja si¢: 1 belka o dlugosci 0,8 m 1
3 belki o dlugosci 1,1 m. Nalezy poda¢ optymalny sposob rozkroju surowca, aby zrealizowac
zamoOwienie minimalizujac koszt odpadow, jezeli wiadomo, ze 1 m odpadow kosztuje 20 zt.

Rozw igzanie:

Mamy tu do czynienia z bardzo prostymi sposobami rozkroju — ktody drewna nalezy po-
cig¢ na krotsze belki, sposoby te tatwo mozna znalez¢. Przykladowo z 1 kltody mozna otrzy-
mac¢ 5 belek o dilugosci 0,8 m; zuzyje si¢ na to 5:0,8 =4 m, zatem odpad wyniesie 0,4
m (4,4 —4 =0,4). Inny sposob rozkroju moze da¢ np. 4 belki o dtugosci 0,8 m 1 1 belke¢ o dtu-
gosci 1,1 m, wykorzysta si¢ przy tym, sposobie 4-0,8 + 1-1,1 = 4,3 m, zatem odpad wyniesie
0,1 m. Wszystkie sposoby rozkroju zestawiono w ponizszej tablicy — uwzgledniono w niej
tylko sposoby efektywne, czyli takie ktore daja odpad mniejszy niz 0,8 m (czyli mniejszy niz
dhugos¢ krotszej belki). W ostatnim wierszu tablicy podany jest odpad wyrazony w zl (odpad
w metrach pomnozony przez 20 zt czyli koszt 1 m odpadu).

Belki Sposoby rozkroju 1 ktody Zamowiona
o dhugosci I I 11 \Y \Y ilos¢
0,8 m 5 4 2 1 0 400
1,1 m 0 1 2 3 4 1200
Odpad (m) 0,4 0,1 0,6 0,3 0
Odpad (z}) 8 2 12 6 0

W ostatniej kolumnie tej tablicy podano ilosci belek jakie nalezy klientowi dostarczy¢ (ilo$ci
belek w komplecie pomnozone przez liczbe zamowionych kompletow — 400).

Jak wida¢ istnieje 5 mozliwych sposobow rozkroju 1 ktody, zatem w modelu zagadnienia
wystapi 5 zmiennych decyzyjnych: xi,..., xs ktére beda oznacza¢ intensywno$¢ zastosowania
poszczegdlnych sposobow rozkroju, czyli inaczej ilos¢ ktod (o db. 4,4 m) pocigtych sposoba-
mi 1-5. Model matematyczny zagadnienia ma postac:
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F(x),..0,x5) =8x, +2x, +12x; + 6x, + 0x; = min
5x, +4x, +2x; +x,2400
X, +2x, +3x, +4x, 21200
X(5Xy50e0s X5 20
W modelu wystepuje 5 zmiennych decyzyjnych, ale tylko dwa warunki ograniczajace

mozna zatem go rozwigza¢ wykorzystujac zaleznosci pomigdzy programem pierwotnym i
dualnym. Program dualny dla powyzszego modelu ma posta¢:

F(y,,y,)=400y, +1200y, — max

1) 5y, <8
2) 4y, + y, £ 2
3) 2y,+2y, £ 12
4) y,+3y, < 6
5) 4y, <
6) ¥i,y,20

a jego rozwigzaniem optymalnym, znalezionym metoda geometryczng, jak tatwo sprawdzi¢
[zbi6r rozwigzan dopuszczalnych redukuje si¢ do odcinka OA, gdzie O(0; 0) oraz A(0,5; 0)]
bez watpienia jest wspotrzedne punktu A, tj.:

y1 =05 ys=0; F(y,ys)=400-0,5+1200-0 = 200.

Aby wroci¢ do rozwigzania PP sprawdzamy, jak (ostro czy stabo) w rozwigzaniu opty-
malnym PD spelnione sa jego poszczegélne warunki. Podstawiajac optymalne warto$ci
zmiennych dualnych mamy:

*

1) 5-0,5=2,5<8 =x =0
2) 4-0,5+0=2
3) 2:0,5+2-0=1<12=x,=0
4) 0,5+3-0=3<6 =x,=0
5) 4-0=0
Wiedzac, ze x1 = x5 = x4 =0 mozna latwo znalez¢ rozwigzanie programu pierwotnego:
4x,=400 = x, =100
x, +4x; >1200
Zauwazmy, ze poniewaz y; =0; zgodnie z twierdzeniem o dualnos$ci odpowiadajacy

tej zmiennej warunek w PP (warunek 2) jest spelniony ostro; stad: 4xs> 1200 — 100;

« 1100
X5 >

= 275. Zadanie ma zatem nieskonczenie wiele rozwigzan optymalnych:

x, =100,x; > 275:F(X] .00, X3 ) =8:0+2-100 +12-0+6-0+0-275 =200zt = F(y;,,).

Nalezy zatem 100 ktdd pocia¢ sposobem drugim i co najmniej 275 ktdéd sposobem pig-
tym. Laczny koszt odpadéw wyniesie 200 zi.

Warto jeszcze zwrdci¢ uwage na interpretacj¢ zmiennych dualnych. Réwniez w tym
przypadku sg to ceny dualne — ceny 1 dodatkowego wyrobu. Przypomnijmy raz jeszcze, ze w
mys$] twierdzenia o dualizmie warto$¢ zmiennej dualnej y; informuje o ile wzro$nie wartos¢
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funkcji celu PP, jezeli wyraz wolny w i—tym ograniczeniu wzro$nie o 1. Zatem gdyby klient
zazyczyt sobie dodatkowg belke o dhugosci 0,8 m, to koszt odpadow wzréstby oy = 0,5z,
gdyby za$ klient zazyczyl sobie dodatkowa belke o dtugosci 1,1 m, to koszt odpadow nie

ulegtby zmianie (y, =0).

3.3. Problem diety

Z matematycznego punktu widzenia problem ten jest bardzo podobny do poprzednich;
stawiany jest tak w odniesieniu do ludzi (pojedynczego cztowieka, lub okreslonej grupy ludzi,
np. dzieci w przedszkolu), jak i zwierzat domowych. Dla zaspokojenia potrzeb organizmu
trzeba mu dostarczy¢ w roznych ilosciach rozmaitych sktadnikow odzywczych (np. bialka,
thuszcze, sole mineralne, witaminy, kalorie itd.). Sktadniki te zawarte sa3 w réznych produk-
tach zywno$ciowych. Zat6zmy ze mamy do dyspozycji N produktéw zywnosciowych, w kto-
rych powinno by¢ zawarte M sktadnikow odzywczych. Parametrami (danymi) w tym zagad-
nieniu sa:

a; —zawartos¢ i-tego sktadnika odzywczego w jednostce j-tego produktu (i=1,2,..., M;
j=12,..,N),

b;—tzw. norma zywienia, czyli minimalna (a czasami maksymalna) ilo$¢ i—tego sktadnika
jaka organizmowi nalezy (mozna) dostarczy¢

¢; — cena j—tego produktu zywnosciowego.

W konkretnych sytuacjach decyzyjnych moga by¢ takze wymagania np. aby dieta nie byla
zbyt monotonna, tzn. podane mogg by¢:

u; — minimalna ilo$¢ j—tego produktu jaka powinno si¢ spozywac
v; — maksymalna ilo$¢ j—tego produktu jaka organizm moze otrzymac.

Nalezy okresli¢ takie wielko$ci zakupu poszczegdlnych produktow zywnosciowych, ktore
zapewnig organizmowi niezbg¢dne sktadniki odzywcze i spelnig ewentualnie pewne dodatko-
we ograniczenia, a rOwnoczesnie koszt ich zakupu bedzie mozliwie najnizszy. Zatem zmien-
nymi decyzyjnymi: xi,...,xn 53 1losci produktow, jakie nalezy zakupi¢ (x; — wielkos¢ zakupu j—
tego produktu Zywno$ciowego), a problem diety sprowadza si¢ do rozwigzania nastgpujacego
zadania:

X, +¢,X, +...+cyx, — min

ay X, +a,x, +...+a,yxy 2 b,

Ay X, + Ay X, +.Fayyxy 2by,
<x < iektd ‘
u;<x,<v, dla niektorych j

X5 Xy 20

Przyklad 4 Farmer musi ekstra wzbogaci¢ diet¢ hodowlanych zwierzat o dwa sktadniki
odzywcze (A i1 B), zwykle obecne, ale w roznych ilosciach, w wigkszo$ci gotowych miesza-
nek paszowych. W ciggu miesigca zwierzeta powinny otrzymac co najmniej 90 jednostek
sktadnika A 1 dokladnie 150 jednostek skladnika B. Dost¢gpne w sprzedazy mieszanki: M 1
M, zawierajg te skladniki, ale jest w nich obecna takze pewna ilosci skladnika C, ktorego
zwierzgta nie powinny otrzymac wigcej niz 96 jednostek. W tabl. 4 podano zawartos¢ sktad-
nikéw odzywczych w mieszankach 1 ceny ich zakupu:
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Tablica 4
. Zawarto$¢ sktadnika w 1 kg mieszanki Cena 1 kg
Mieszanka . .
A B C mieszanki (zt)
M, 6 15 24 4,5
M, 15 10 4 3

Wiedzac ponadto, ze mieszanki M, nie nalezy podawac wigcej niz M, 1 nie wigcej niz 4
kg w ciggu miesigca nalezy odpowiedzie¢ na nast¢pujace pytania:

a) w jakiej ilo$ci zakupi¢ mieszanki M 1 M,, aby zwierzgta otrzymaty potrzebne sktad-
niki odzywcze przy mozliwie najnizszych kosztach zakupu mieszanek.

b) czy optymalna dieta ulegnie zmianie, jezeli mieszanka M, podrozeje do 4 zt.

Rozwigzanie:

Ad a) Nalezy ustali¢ optymalng wielko§¢ zakupu dwdch mieszanek, zatem w modelu
wystepuja dwie zmienne decyzyjne: x; - wielko$¢ zakupu mieszanki M; 1 x; - wielko$¢ zaku-
pu mieszanki M», a model opisujacy powyzszy problem ma postac:

F(x,,x,) =4,5x,+3x, > min

1) 6x,+15x,>90

2) 15x,+10x, =150

3) 24x,+ 4x,<96

4) x, <x,

5) x, <4

6) x,,x,=0

Zauwazmy, ze geometrycznym obrazem warunku (4) jest prosta x; = x, 1 punkty lezace na
lewo od niej. Zbiorem rozwigzan dopuszczalnych jest odcinek prostej (2) (warunek (2) jest
spelniony wylacznie przez punkty lezace na prostej) pomiedzy punktami A(0; 15) 1 B(2;12).
Odcinek ten jest rownoczesnie rozwigzaniem optymalnym zadania, bowiem warto$¢ funkcji
celu w obydwu punktach jest taka sama: F(A)=4,5-0+3-15=45=F(B)=4,52 + 3-12 =45.

Przyklad 5. Odlewnia powinna wyprodukowa¢ w ramach zaméowienia 1600 ton zeliwa
zawierajacego 62,5% Si 1 18,75% Mn. W celu realizacji zaméwienia odlewnia moze kupic¢
czterech rodzajow stopow zeliwnych, ale o innej proporcji wyzej wymienionych pierwiast-
koéw. Zawartosci pierwiastkoOw 1 ceny zakupu stopoéw, podanych w tablicy 5.

a) Ile nalezy zakupi¢ poszczegdlnych stopow, aby wyprodukowaé zeliwo o pozadanym
sktadzie ponoszac mozliwie najnizsze koszty zakupu stopow.

b) Jak wzrosng koszty zakupu stopow, jezeli wymagania dotyczace zawartosci Si w zeli-
wie wzrosng o 10 ton.
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Tablica 5
% zawartos$¢ pier-
Stop wiastka w stopie | Cena 1 tony
Si Mo stopu (zt)
S 30 30 45
S, 60 40 54
S; 70 - 42
Sy 80 20 36

Rozwigzanie:

Ad a) Przyktad ten dotyczy zagadnienia mieszanki, bedgcego uogoélnieniem zagadnienia
diety. Zagadnienie mieszanki dotyczy ustalenia ilo$ci podstawowych surowcéw jakie nalezy
zmiesza¢ (zakupic¢) aby otrzymac¢ produkt o pozadanym sktadzie chemicznym przy mozliwie
najnizszych kosztach zakupu surowcow.

W tym przypadku surowcami sg cztery rodzaje stopow, zatem zmienne decyzyjne xi, X2,
X3, X4 to odpowiednio iloéci ton stopow S, ... S4. Wytworzone (w ilosci 1600 ton) Zeliwo po-
winno zawiera¢ 62,5% (czyli 62,5%-1600 = 1000 ton) Si oraz 18,75% (czyli 18,75%-1600 =
300 ton) Mn. Program liniowy dla powyzszego problemu przyjmuje postac:
F(x,...,x,) =45x, +54x, +42x, +36x, — min
0,3x, +0,6x, +0,7x, +0,8x, > 1000
0,3x, + 0,4x, + 0,2x, 2300
X1, X5,X5,%, 20
Najtatwiej mozna go rozwigza¢ wykorzystujac zalezno$ci pomiedzy PP i PD. Program du-
alny przedstawiono ponize;j:
F(y,,y,)=1000y,+300y, — max
0,3y,+ 0,3y, <45
0,6y,+ 0,4y, <54

0,7y, <42
0,8y,+0,2y, <36
Yi,Y, 20

Rozwigzaniem optymalnym PD sg wspotrzedne punktu P, w ktorym przecinajg si¢ proste (2) 1
(4). Rozwigzujac uktad tych dwu réwnan otrzymujemy: y, =18, y, =108, a wobec tego
F (yl* , y;) =1000-18+300-108 = 50400. Latwo tez sprawdzi¢, ze te rozwigzania optymalne
stabo (jako réwnosci) spetniajg warunki (2) 1 (4), natomiast ostro spetniajg warunki (1) 1 (3).
Stad wiadomo, ze x; =x3 =0. Pozostaje zatem rozwigzanie uktadu rownan:

0,6x, +0,8x, =1000

0,4x, +0,2x, =300

ktore jest nastepujace:

X, =200, x; =1100 a wobec tego: F(x1 ,...,x4) = 45-0+54-200+42 -0+ 36- 1100 = 50400.
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Do produkcji zeliwa nalezy zatem uzy¢ 200 ton stopu S, 1 1100 ton stopu S4, taczne
koszty zakupu surowcoéw wyniosg 50 400 zt.

Ad b) Aby odpowiedzie¢ na pytanie: jak wzrosng koszty zakupu stopow, jezeli wyma-
gania dotyczace zawartosci Si w zeliwie wzrosng o 10 ton, tj. do 1010 ton, mozna wykorzy-
sta¢ interpretacj¢ zmiennych dualnych lub rozwigza¢ uktad rownan:

0,6x, +0,8x, =1010
0,4x, +0,2x, =300
1 poréwnac¢ wartosci funkcji celu.

Otrzymujemy: x, =190, x5 =1120. F(x1,...,xs) =54-190+36-1120 = 50580. Za-
tem koszty zakupu surowcoOw wzrosty o AF = 50580 — 50400 = 180 zt. Analogiczny wynik
daje: y, -10=18-10 = 180.

3.4. Zagadnienia transportowe

Modele zagadnien transportowych utatwiajg opracowywanie plandw przewozu jednorod-
nych towaréw z réznych zrodet zaopatrzenia do odbiorcow zglaszajacych zapotrzebowanie na
te towary. Kryterium optymalizacji planu przewozow jest najczes$ciej minimalizacja facznych
kosztow transportu (rzadziej minimalizacja odleglo$ci lub czasu transportu).

3.4.1 Zamkniete i otwarte zagadnienia transportowe

Ogoblny model zagadnienia jest nastepujacy. Danych jest M dostawcoéw, z ktorych kazdy
dysponuje 4; jednostkami towaru. Zapotrzebowanie na towar zgtasza N odbiorcéw, kazdy w
iloSci B; jednostek. Kazdy z dostawcow moze zaopatrywa¢ dowolnego odbiorce 1 odwrotnie,
kazdy odbiorca moze otrzymac towar od dowolnego dostawcy.

Dane sg ponadto ¢; — jednostkowe koszty transportu towaru od i-tego dostawcy do j-tego
odbiorcy (i=1,2,..., M; j=1,2,..., N). Zaklada si¢, ze catkowity koszt transportu jest suma
kosztow transportu na poszczeg6lnych trasach.

Nalezy opracowac plan przewozu towaru pomiedzy dostawcami i odbiorcami, tak aby
faczne koszty transportu byly mozliwie najnizsze. Plan taki ma okres$li¢ ile towaru powinien
dostarczy¢ i-ty dostawca j-temu odbiorcy i te wielkosci sa zmiennymi decyzyjnymi — x; W
modelach zagadnien transportowych.

Zauwazmy jeszcze, ze aby model taki mial rozwigzanie musi by¢ spetniony warunek:

R N
> 42> B,
i=1 j=1

(podaz dostawcow powinna by¢ nie mniejsza niz laczne zapotrzebowanie odbiorcoOw).

R N
Jezeli warunek jest spetniony z réwnoscia, tzn. ZA,. = ZB ., mamy do czynienia z za-
j=1

i=1

mknietym zagadnieniem transportowym (ZZT), jezeli natomiast warunek jest spelniony z

R N
nierdwnoscig (ostro) — Z A > ZB ., jest to tzw. otwarte zagadnienie transportowe (OZT).
i=1 j=1

Antoni Goryl, Anna Walkosz: Programowanie liniowe strona 18



Elementy Badan Operacyjnych

Model zagadnienia transportowego zamknig¢tego ma postac:

M N

Zchx” =min - funkcja celu

i=l j=I
(minimalizacja tgcznych kosztow transportu - od wszystkich do-
stawcow do wszystkich odbiorcow).

N
Zx.. =4 (i=1,2,.., M) —warunki dla dostawcow

(i-ty dostawca ma dostarczy¢ wszystkim odbiorcom tyle towaru ile
posiada; warunkow tych jest tyle ilu dostawcow, czyli R)

M
qu =B, (j=1,2,.., N)—warunki dla odbiorcow

(j-ty odbiorca ma otrzymac od wszystkich dostawcow tyle towaru,
ile potrzebuje; warunkow tego typu jest N)

X2 0 (i=1,.,M; j=1,.., N) —warunki brzegowe

Modele zagadnien transportowych sg szczegdélnym przypadkiem modeli liniowych, mozna
zatem je rozwigzywaé za pomoca algorytmu simpleks. Jednak specyficzna struktura warun-
koéw ograniczajacych w tych modelach sprawia, ze moga one by¢ rozwigzywane za pomocag
algorytmow bardziej efektywnych.

Uniwersalng metoda rozwigzywania zagadnien transportowych jest algorytm transportowy
(raczej sg, bo istnieje wiele alternatywnych algorytmoéw transportowych). Jest to procedura
iteracyjna. W pierwszym kroku stosujac jedna z wielu znanych metod, wyznacza si¢ poczat-
kowe rozwigzanie dopuszczalne, ktore nastepnie poprawia si¢ w kolejnych iteracjach, az do
momentu stwierdzenia, ze dalsza poprawa (obnizka wartosci funkcji celu) jest niemozliwa.
Podobnie jak nie omawialiSmy algorytmu simpleks, tak nie bedziemy tez omawia¢ algoryt-
mow transportowych, bo sg procedury pracochtonng i dzisiaj realizowane bez wigkszych pro-
blemoéw za pomocg gotowych pakietow komputerowych. Pokazujemy jedynie jak mozna wy-
znaczy¢ poczatkowe rozwigzanie dopuszczalne.

Algorytm transportowy zaklada, ze zadanie jest zbilansowane (zamknigte). Zagadnienie
otwarte (OZT) mozna sprowadzi¢ do zamknigtego (ZZT) przez wprowadzenie fikcyjnego
N+1-szego odbiorcy, ktorego zapotrzebowanie By jest rowne nadwyzce podazy nad popy-

R N
tem, tzn. B, , = ZA,. - ZB/ . W rzeczywistosci fikcyjnym odbiorca jest najczesciej maga-
i=1 j=1
zyn znajdujacy si¢ u dostawcow, tzn. zaktada si¢ ze nadwyzka towaru pozostanie w magazy-
nach dostawcow. Moga by¢ podane dodatkowo jednostkowe koszty magazynowania u po-
szczegolnych dostawcow (c;n+1) lub tez zaktada sie, ze koszty magazynowania sg pomijalnie
mate w porownaniu z kosztami transportu (tzn. c;y+; =0) . W funkcji celu minimalizuje si¢
faczne koszty transportu i magazynowania.

Ponizej po lewej stronie przedstawiono ogdlny model zagadnienia otwartego, po stronie
prawej zagadnienie otwarte jest sprowadzone do zamknigtego.
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Model OZT OZT sprowadzone do ZZT

M N M N+1

Funkcja celu: Z ¢, X; = min Zchxij =min
i=l =1 i=l j=1
N N+l

warunki dla dostawcow: ny. <A4. (i=1...M), ny =4 (@(=1,..,M),
Jj=1 j=1
M M

warunki dla odbiorcow: > x, =B, (j=1,..,N), Dx;=B, (j=lL..,N+),
i=1 i=1

warunki brzegowe x; 20 (@=1,.,M, x; 20 (=1,.,M;

j=1,...,N) j=1,.,N+1)

3.4.2 Klasy zagadnien transportowych

Przyklad 6. Trzy magazyny zaopatrujg w cukier cztery zaklady cukiernicze. Magazyny
posiadaja odpowiednio: 70, 50 i 80 ton cukru natomiast zapotrzebowanie poszczegdlnych
zaktadow cukierniczych wynosi: 40, 60, 50 1 50 ton. Koszty transportu 1 tony cukru z maga-
zynow do zakladéw cukierniczych (w zt) podano w tablicy 6.

Tablica 6
Odbiorcy Z Z, Z: Z
Dostawcy
M, 125 100 125 50
M, 100 200 175 75
M; 150 100 175 200

Nalezy opracowac¢ plan przewozu cukru z magazynoéw do zakladoéw cukierniczych tak, aby
faczne koszty transportu byty mozliwie najnizsze.

Rozwigzanie:
Przepiszmy tablice 6 uzupehiajac ja o dodatkowy wiersz i kolumne do ktorych wpiszemy
odpowiednio podaz i popyt:

Tablica 6a
Odbiorcy Z Z, Zs Z A
Dostawcy
M, 125 100 125 50 70
M, 100 200 175 75 50
M; 150 100 175 200 80
B; 40 60 50 50

3 4
Poniewaz D 4, =70+50+80=200; > B, =40+60+50+50=200; jest to zatem za-
i=1 j=1
gadnienie transportowe zamknigte. Zmienne decyzyjne x;; to ilo$¢ ton cukru, jaka nalezy
przewiez¢ z i-tego magazynu (i = 1, 2, 3) do j-tego zaktadu cukierniczego (j = 1,..., 4); zmien-
nych decyzyjnych bedzie 3-4 = 12. Model zagadnienia jest nastepujacy:
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K(x;) =125x, +100x,, +125x,5 + 50, + funkcja celu minimalizujgca laczne
+100x,, +200x,, +175x,; +75x,, + koszty transportu od wszystkich do-
+150x,, +100x;, +175x,; +200x,, — min stawcow do wszystkich odbiorcow.

4
Xt X+ X5+ X, :qu =70
Jj=1
4
Xy + Xy + Xy + X, = szj =50
j=l

warunki dla dostawcow

4
Xy + X5 + X33 + X3, = wa =80
Jj=1

3
X+ Xy, x5, = inl =40
i=1
3
Xy + Xy, + X5, = le.z =60
i=1

; warunki dla odbiorcow
X3+ Xy + X553 = an =50
i=1

3

Xy + Xy + Xy = le.l =50
i=1

x>0 (i=1,2,3; j=1,.,4) warunki brzegowe

Dla tak sformutowanego modelu wyznaczymy poczatkowe rozwigzanie dopuszczalne -
przyktadowo za pomoca metody kata potnocno zachodniego, ktéra polega na tym, ze wypet-
nianie macierzy przewozow rozpoczyna si¢ od klatki w lewym gérnym rogu (stad nazwa kata
péinocno-zachodniego). Wpisujemy do niej mniejszg z liczb A;B; odpowiadajacych tej klat-
ce, a nastepnie przesuwamy si¢ w prawo lub w dot; w prawo — gdy towar i-tego dostawcy nie
zostat jeszcze catkowicie rozdysponowany, w dot gdy calg podaz i-tego dostawcy rozdzielono
odbiorcom.

W naszym przyktadzie do klatki M,Z; wpisujemy 40 t (x;; = 40) 1 przesuwamy si¢ w pra-
wo (poniewaz zapotrzebowanie Z; zostalo zaspokojone, a M; pozostato jeszcze 30 t, ktore
dostarczy do Z, (x;2 = 30). Obecnie przesuwamy si¢ w dot — do My, ktéry dostarczy brakujace
30t Z; (x22=30) 1 pozostate 20 t — Z3 (x23 = 20). Przesuwamy si¢ ponownie w dot do M3,
ktéry dostarczy brakujace Zz 30 t (x33 = 30) i pozostate 50 t — Z4 (x34 = 50). Rozwigzanie to
przedstawiono w ponizszej tablicy 6¢; obok obliczono odpowiadajace mu koszty transportu.

Zaklady Rozwiazaniu takiemu odpowiadajg naste-
Zy | Ly | Zs | Zs | A pujace koszty transportu:
Magazyny
M, 40 30 70 125-40+100- 30 +
M, 30 | 20 50 +200- 30 +175- 20 +
M; 30 | 50 80 +175- 30 + 200-50 =32 750 zt
B; 40 | 60 | 50 | 50

Rozwigzanie powyzsze powinno by¢ poprawiane w kolejnych iteracjach algorytmu trans-
portowego, az do momentu uzyskania rozwigzania optymalnego. Poniewaz jednak metoda
kata poétnocno-zachodniego abstrahuje od kosztow transportu, dlatego tez algorytm transpor-
towy wymaga zwykle wiekszej liczby iteracji niz wowczas, gdy rozwigzanie poczatkowe wy-
znaczymy inng metoda, np. metoda minimalnego elementu macierzy.
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Metoda minimalnego elementu macierzy polega bowiem na rozmieszczeniu przewozow
przede wszystkim na trasach, na ktorych koszty sa najnizsze. Punktem wyjscia jest prze-
ksztalcenie macierzy kosztow do takiej postaci, by w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie
wystepowato co najmniej jedno zero. Mozna to uzyska¢, odejmujac od elementéw poszcze-
golnych wierszy macierzy kosztow najmniejszy element znajdujacy si¢ w danym wierszu, a
nastepnie od poszczegolnych kolumn otrzymanej w ten sposdéb macierzy odejmujac element
najmniejszy znajdujacy si¢ w danej kolumnie.

Majac tak przeksztalcong macierz kosztow staramy si¢ rozmies$ci¢ przewozy na trasy,
gdzie obecnie koszty sa najnizsze, czyli gdzie wystepuja zera. Rozmieszczanie przewozow
rozpoczyna si¢ od dowolnej “kratki z zerem”. Jezeli uda si¢ rozmiesci¢ przewozy wylacznie
w kratkach w ktérych wystepuja zera — otrzymane rozwigzanie jest juz optymalnym planem
przewozow. Jezeli nie, nalezy je poprawiac stosujac algorytm transportowy.

Podane nizej macierze ¢; 1 ¢, sg przeksztalconymi macierzami kosztow. Macierz ¢; powsta-
fa w wyniku odjecia od poszczegdlnym elementéw macierzy (tablicy) kosztow najmniejszych
elementow wierszy (od wiersza pierwszego odjeto 50, od drugiego — 75, od trzeciego - 100).
Macierz ¢, powstata przez odjecie od poszczegdlnych kolumn macierzy ¢; najmniejszych
elementow odpowiednich kolumn (w pierwszej- 25, w trzeciej — 75, w drugiej i czwartej — 0).

75 50 75 0 50 50 O 0
ca= |25 125 100 0| co=| 0 125 25 0].
50 0 75 100 25 0 0 100

Rozdysponowanie przewozow rozpoczniemy np. od klatki M,Z; gdzie mozna wpisac tyl-
ko 40 (bo tyle wynosi zapotrzebowanie Z;). Przechodzac do drugiej kolumny — do klatki
MsZ, — wpisujemy 60, w kolumnie trzeciej wystepuja dwa zera, wpisujemy np. 20 na trase
M3Z51 30 na trase MZ3 Dla zbilansowania wpisujemy 40 na tras¢ M;Z4 1 10 na tras¢ M»Zy.
Poniewaz w tym wypadku udato si¢ rozmiesci¢ wszystkie przewozy w klatkach z zerami —
otrzymane rozwigzanie jest optymalne. Rozwigzanie to i odpowiadajace mu koszty przedsta-
wiono ponizej.

Tablica 6d
Zaktady Rozwigzaniu takiemu odpowiadajg na-
Zy | Zy | 713 | Zs | A stepujace koszty transportu:
Magazyny
M, 30 | 40 | 70 125-30+50-40+
M, 40 10 50 | +100-40 + 7510+
M; 60 | 20 80 +100-60 +175-:20 = 20000 zt
B, 40 | 60 | 50 | 50

a wigc znacznie nizsze niz w przypadku niz rozwigzanie poczatkowe wyznaczono metoda
kata poinocno-zachodniego (nie biorgca pod uwage kosztéw transportu). Zatem najnizsze
catkowite koszty transportu (20 000 zl) mozna osiggna¢, jezeli magazyn M, dostarczy 30 t
maki do Z3 140 t do Z4, magazyn M, —40tdo Z; 1 10 t do Z4, a M3: 60 t do Z, 120 t do Zs.

W praktyce poczatkowe rozwigzanie dopuszczalne wyznacza si¢ tylko jedna, wybrang
metoda, a jak wida¢ metoda minimalnego elementu macierzy daje z reguty wyniki znacznie
blizsze rozwigzaniu optymalnemu. Metodg¢ kata pétnocno-zachodniego przedstawiono jedynie
jako jedna z pierwszych stosowanych w praktyce.

Przyklad 7. Wprowadzmy do przyktadu 6 zmiang polegajaca na zwigkszeniu podazy M,
do 100 ton maki; czyli obecnie 4; = 100, 4, =50, 43 = 80. Zapotrzebowania poszczegodlnych
zaktadow cukierniczych (B)) oraz jednostkowe koszty transportu nie ulegajg zmianie. Ponie-
waz obecnie XA4; = 230 > B; =200 — jest to przyklad otwartego zagadnienia transportowego
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(OZT). Zatézmy zatem, ze nadwyzka cukru ponad zapotrzebowanie odbiorcow pozostanie w
magazynach, przy czym jednostkowe koszty magazynowania wynosza: w M| — c¢;5 = 20, w
M; — ¢35 =20 1 w M3 — ¢35 = 30. Nadwyzka ta wynosi 230 — 200 = 30 ton maki — bedzie to
zapotrzebowanie fikcyjnego, pigtego odbiorcy.

Po sprowadzeniu zagadnienia TO do TZ tablica 6a przybierze posta¢ tablicy 7a.

Odbiorcy
Zi | Zo | Zs | Z M A;
Dostawcy
M; 125 | 100 | 125 50 20 100
M, 100 | 200 | 175 75 20 50
M; 150 | 100 | 175 | 200 30 80
B; 40 60 50 50 30

a model zadania w obecnej postaci jest nastgpujacy:

warunki dla dostawcow: warunki dla odbiorcow:

3
X Xy, + X5 :le., =40

i=1

5 3

Xy X, X+ Xt X = lej =100 Xy Xy, + Xy = le,z =60
J=1 i=1
5 3

Xy + Xy Xy + Xyt Xps = szj =50 X3+ Xy + 255 = les =50
Jj=1 i=l
5 3

Xy + X5 +Xgy F Xyt Xy = wa =80 Xy T X5 + X5, = le.] =50
Jj=1 i=1

3
X5+ Xps + X35 = le.s =30

i=1

125x11+100x1,+125x13+50x14+20x) 5+ ... +175x341200x35 — min (minimalizacja tgcznych
kosztow transportu i
magazynowania,).

Macierze c; i ¢, oraz macierz optymalnych przewozéw (x;*) przedstawiono ponizej:

105 80 105 30 O 25 10 0 O O 0 0 50 50 O
¢=| 80 180 155 55 0| ¢,=| 0 110 50 25 O| x*={40 O O O 10|
120 70 145 170 0O 40 0 40 140 O 0 60 0 0 20

Rowniez w tym przypadku w wyniku zastosowania metody minimalnego elementu ma-
cierzy otrzymano rozwigzanie optymalne (wszystkie przewozy udato si¢ rozmiesci¢ w klat-
kach z zerami. Zatem M; powinien dostarczy¢ 50 t maki do Z3 1 50 t do Z4, M powinien do-
starczy¢ 40 t do Z; 1 10 ton pozostawi¢ w magazynie, M3 powinien dostarczy¢ 60 t do Z, 1 20 t
magazynowac¢. Laczne koszty wyniosa: 6250 + 2500 + 4000 + 6000 (koszty transportu)
+ 200 + 600 (koszty magazynowania) = 18750 + 800 = 19550 z1.

Do ZZT mozna sprowadzi¢ wiele problemow decyzyjnych, niekoniecznie majacych inter-
pretacje transportowq. Ponizej omowiono dwa zagadnienia sprowadzalne do ZZT — zagadnie-
nie transportowo-produkcyjne i zagadnienie minimalizacji pustych przebiegéw, omowiono
ponizej.
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W zagadnieniu transportowo-produkcyjnym (ZT-P) dostawcami sg producenci towaru (a nie
magazyny), a model najkrocej mozna scharakteryzowac nastgpujaco:

M producentéw pewnego jednorodnego produktu, z ktérych kazdy posiada zdolno$é
produkcyjng A4; (i =1,..., R) jednostek towaru zaopatruje w swoja produkcje N odbiorcow.
Kazdy odbiorca zglasza zapotrzebowanie na B, jednostek (j = 1,..., N). Zaktada sig, ze taczne
zdolnosci produkcyjne zaktadow przekraczajg faczne zapotrzebowanie. Dane sg ponadto ¢; —
jednostkowe koszty transportu towaru od i-tego zaktadu dostawcy do j-tego odbiorcy oraz p;
— jednostkowe koszty produkcji w i-tym zaktadzie. Towar nie zostat jeszcze wyprodukowany
1 nalezy podja¢ decyzj¢ gdzie go produkowac i jak rozsyla¢ do odbiorcow aby taczne koszty
produkcji 1 transportu (oraz ewentualnie magazynowania nadwyzki) byty mozliwie najnizsze.

Zadanie ZT-P mozna latwo sprowadzi¢ do ZZT przez:

a) wprowadzenie fikcyjnego odbiorcy — Oy, ktory reprezentowac bedzie niewykorzysta-
ne zdolnos$ci produkcyjne poszczegdlnych producentdw i ktoérego zapotrzebowanie jest rézni-
cg pomiedzy sumg zdolnos$ci produkcyjnych wytworcow 1 sumg zapotrzebowan odbiorcow,
tzn.

B,

N
J

M
By, = ZAi -

i=1 j=I1

b) skonstruowanie macierzy facznych kosztow transportu 1 produkcji k; w nastepujacy
sposob:
ki=pitc; (dai=1,..,M; j=1,.,N)
kin1=0 (tzn. niewykorzystanym zdolno$ciom produkcyjnym odpowia-
dajg koszty réwne zeru).

Zauwazmy jeszcze, ze w zadaniu ZT-P wielko$ci x;n+ to niewykorzystane zdolnosci
produkcyjne poszczegolnych wytworcow.

Przyklad 8. Dostawcami bed¢ obecnie producenci cukru — cukrownie. Trzy cukrownie
zaopatrujg w cukier cztery zaklady cukiernicze. Zdolnos$ci produkcyjne cukrowni (4;), zapo-
trzebowanie zglaszane przez zaklady cukiernicze (B;), jednostkowe koszty transportu (c;) z
cukrowni do zaktadow oraz jednostkowe koszty produkcji cukru w poszczegolnych cukrow-
niach (p;) zestawiono w tablicy 8. Zat6zmy dodatkowo, iz cukrownie beda wykorzystywaé
swe zdolnosci produkcyjne, a nadwyzke cukru magazynowac z przeznaczeniem na eksport.
Jednostkowe koszty magazynowania w poszczeg6élnych cukrowniach wynosza kolejno: 20,
10, 10.

Tablica 8
Zaktady
7, 7 73 Zy4 A; Di
Cukrownie
(O 125 150 100 200 350 1540
C, 75 125 150 175 300 1550
Cs 100 75 125 50 350 1570
B; 200 200 200 200

Nalezy opracowa¢ plan produkeji, transportu i magazynowania cukru, tak aby taczne
koszty produkcji, transportu i magazynowania byly mozliwie najnizsze.

Rozwigzanie:

Jest to przyktad zagadnienia otwartego, gdyz ~4; = 1000 > ~B;= 800. Zmienne decyzyjne
x; to wielkos¢ produkcji cukry i-tej cukrowni (i =1,2,3) dostarczona do j-tego zaktadu
(7 = L,...,5), przy czym x;s to ilo§¢ cukru jaka pozostanie w magazynie i-tej cukrowni).
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Przed przystapieniem do budowy modelu zapiszmy macierz facznych kosztow produke;ji,
transportu 1 magazynowania — k. Do kosztéw transportu z pierwszej cukrowni nalezy dodac
koszty produkcji 1 tony w tej cukrowni, czyli 1600, do kosztow transportu z drugiej cukrowni
— 1550 1 z trzeciej — 1570. Elementy piatej kolumny bedg sumg kosztow produkcji 1 magazy-
nowania w poszczegolnych cukrowniach.

1665 1690 1640 1740 1560
Macierz ta ma posta¢: [k, |=|1625 1675 1700 1725 1560 |,
1670 1645 1695 1620 1580

a model zadania jest nastepujacy:

Warunki dla dostawcow: Warunki dla odbiorcow:
x11 tx12 +x3 Fx14 +x15 =350 x11 +x21 +x31 =200
X1 T X202 + Xx23 + x24 + x25 =300 X12 T x22 + x32 = 200
x31 +x32 + x33 + x34 +x35 =350 x13 +x23 +x33 =200

X14 T X24 + x34 = 200

X15 + X5 + x35 =200; w tym ostatnim wa-
runku zapisano, iz {gcznie w trzech cu-
krowniach nalezy zmagazynowacé¢ 200
(1000-800) ton cukru.

Funkcja celu:
F(x,-]) =1665x1; + 1690x, + 1640x;3 + ... + 1695x33 + 1620x34 + 1580x35 — min

Rozwigzanie optymalne, uzyskane za pomoca metody minimalnego elementu macierzy (co
prawda nie wszystkie przewozy udalo si¢ rozmiesci¢ w klatkach z zerami) jest nastgpujace:

x5 =200, x5 =150, xp = 200, xa1a =50, x5 =50, x3 =200, x34 =150;
K(x;) = 1623250 zt.

Solver z Excela poradzit sobie jednak troche lepie;:

x13 =200, xi5 =150, x3 = 200, X2 =50, x25 =50, x3 =150, x35 =200;
K(x;)=1619 500 zt.

Nalezy zauwazy¢, iz konstrukcja optymalnego planu przewozow jest mozliwa takze przy
zatozeniu, ze zdolnosci produkcyjne cukrowni bedg wykorzystane tylko w takim stopniu jak
tego wymaga zapotrzebowanie zakladéw cukierniczych. Woweczas fikcyjnym odbiorcg bedzie
nie magazyn, lecz niewykorzystana zdolno$¢ produkcyjna; k;s =0 dlai=1,2,3 (bo nie po-
nosimy ani kosztéw produkcji, ani kosztéw magazynowania), a rozwigzanie optymalne uzy-
skane za pomocg Solvera jest nastepujace:

x5 =200, xi5° =150, x5 =200, x2 =50, x5 =350, x3 =150, x34 =200,
K(x;)=1307 500 zt.

Z tego rozwigzania wynika, ze niewykorzystane zdolnosci produkcyjne pozostang w cu-
krowniach C; (150 ton cukru) i C, (50 ton cukru).

O ile omawiane dotychczas zagadnienia dotyczyly optymalnych przewozoéw masy towa-
rowej, o tyle zagadnienie minimalizacji pustych przebiegow dotyczy optymalnego krazenia
srodkow transportu rozwozacych towar.

Zaldzmy, ze istnieje N miast, miedzy ktorymi odbywa si¢ wymiana towaréw. Miasta two-
rzg uktad zamknigty, tzn. wymiana odbywa si¢ tylko pomiedzy nimi i kazde moze by¢ zarow-
no dostawca, jak 1 odbiorcg. Do kazdego z tych punktow przywozi si¢ i z kazdego z nich wy-
wozi si¢ w pewnym okresie okreslong mas¢ towarowg nadajacg si¢ do transportu tym samym
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srodkiem transportu. Znane sg odleglosci pomiedzy miastami (dj; i, j = 1, 2,..., N), znany jest
tez przew6z masy towarowej pomiedzy miastami — a; wyrazony liczba pelnych Srodkow
transportu (samochoddéw, wagonow itp.).

Dla kazdego miasta mozna wigc okresli¢ liczbg srodkéw transportu niezbedng do wywie-
zienia masy towarowej (wWywoz z i-tego miasta), wynoszacy:

N
w, = Zal.j (i=1..,N),
=

oraz liczg srodkow transportu niezb¢dng do przywiezienia masy towarowej (przywoz do mia-
sta), ktory wynosi:

p,=>a, (j=L..N),
i=1

skad wynika, Ze spetniona musi by¢ réwnos¢:

n n
2w =2.p
i=1 i=1

Natomiast dla poszczegdlnych miast wywoz (w;) nie musi by¢ rowny przywozowi (p;). Pozo-
staje wigc problem zaopatrzenia w puste srodki transportu tych miast, w ktorych wywoz jest
wigkszy od przywozu przez te miasta, ktorych wywoz jest mniejszy od przywozu (nie wyko-
rzystuja pewnej ilosci nadchodzacych $rodkow transportu). Za optymalny plan przebiegu pu-
stych §rodkoéw transportu (samochoddéw, wagondw) uznaje si¢ taki, przy ktorym taczny wa-
gono(samochodo)kilometraz pustych przebiegbw bedzie minimalny, przy zaopatrzeniu
wszystkich miast w niezbgdng ilo$¢ pustych srodkow transportu.

Miasta dla ktorych w; > p;, wystapig jako odbiorcy pustych Srodkow transportu (j € O),
ich zapotrzebowanie na puste $rodki transportu wyniesie: B; = w; —p; (B;> 0), miasta dla kto-
rych w; < p;, wystapia jako dostawcy pustych srodkow transportu (i € D); nadwyzka pustych
srodkow transportu w tych miastach wyniesie 4; = p; — w;. Jesli dla pewnego j p; = wj, to takie
miasto eliminujemy z analizy. Znajac wielkos$ci dostaw pustych samochoddéw (4;) 1 zapotrze-
bowania na puste samochody (B;) oraz odlegtosci pomiedzy miastami (dj) mozna ulozyc
Z7T.

Przyklad 9. Do o$miu stacji kolejowych nadchodzg 1 sg odprawiane przesyiki calowago-
nowe. Wielko$ci przywozu (pi) 1 wywozu (w;) wyrazone liczba petnych wagondéw oraz odle-
gtosci miedzy stacjami (d;;) zawiera tablica 2.7.

Tablica 9
Stacja (i) |1 2 3 4 5 6 7 8 Di
1 0 | 310|245 |360|210 (230|400 |330| 24

2 185|440 | 200 | 360 | 140 | 250 | 38
3 0 [330]180]220]190|200| 10
4 0 [220[330]440| 70 | 20
5 0 280380120 20
6 0 1260|300 | 38
7 0 |180] 13
8 0 7

w; 34 124 |16 | 14 [ 39 | 20 | 18 | §

Nalezy opracowa¢ plan przewozu pustych wagonéw z miejscowosci, ktore majg ich
nadmiar do miejscowosci ktore zglaszaja zapotrzebowanie na puste wagony, taki przy ktorym
laczny wagonokilometraz pustych przebiegdw bedzie najmniejszy.
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Rozwigzanie:

W tablicy 9a dokonano podziatu analizowanych miejscowosci na dostawcow (D) 1 od-
biorcow (O) pustych wagonoéw, obliczajac réznice pomie¢dzy przywozem 1 wywozem.

Tablica 9a
Stacja (1) Wi — D;

1 34— 4= 10 O
2 24 -38=-+4 D
3 16-10= 6 O
4 14-20=-6| D
5 39-20=19 O
6 20-38=-18| D
7 18—13= 5 O
8 5-7==2 D

W rezultacie problem sprowadza si¢ do zamknigtego zagadnienienia transportowego z czte-
rema dostawcami 1 czterema odbiorcami, co przedstawia tablica 9b. Dostawcami pustych wa-
gondéw beda stacje 2,4, 6,8, a odbiorcami stacje 1, 3,5,7. W ostatniej kolumnie tablicy
podano oferowane przez dostawcow ilosci pustych wagonow (4;) a w ostatnim wierszu — za-
potrzebowanie (B))na puste wagony zgtaszane przez stacje — odbiorcow

Tablica 9b
Odbiorcy
1 3 5 7 A;
Dostawcy
2 310 185 | 200 140 14
4 360 | 330 | 220 | 440 6
6 230 | 220 | 280 | 260 18
8 330 | 200 | 120 | 180 2
B, 10 | 6 | 19 | 5

Wewnatrz tablicy podano odleglosci pomiedzy stacjami — dostawcami 1 stacjami — od-
biorcami. Zmienne decyzyjne x; to iloSci pustych wagonow jaka nalezy przesta¢ z miejsco-
wosci i (i =2, 4, 6, 8) do miejscowoscij (=1, 3, 5, 7). Model matematyczny zagadnienia jest
nastepujacy:

Funkcja celu:
K(xi,-) = 310)621 + 185)623 + 200)(?25 + 140)(?27 + ...+ 180)687 — min

Warunki dla dostawcow:
X21 T x23 T x5 tx27 = 14
X41 tx43txas+x47 = 6
X1 T X63 + Xg5s T X67 = 18
xg1 T Xg3 +xg5 +xg7 = 2

Warunki dla odbiorcéw:
X1 + X471 + x61 T x31 =10
X3 tx43+xe3 T x33= 6
X25 T X45 T Xgs + xgs = 19
X7+ X47 + X7 T Xg7 =35
Warunki brzegowe:
x;20, ieD, jeO.

W funkcji celu minimalizuje si¢ wagonokilometraz pustych przebiegow.
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4. PROGRAM DUALNY

Do kazdego programu liniowego, ktéry mozemy uzna¢ za program pierwotny (prymal-
ny), mozemy stworzy¢ program don dualny. Jest to zadanie wyjatkowo proste w odniesieniu
do zagadnienia standardowego (maksymalizacji wzglgdnie minimalizacji).

4.1. Program dualny do zagadnienia standardowego

Ponownie rozpatrzmy zapisane macierzowo standardowe zagadnienia liniowe maksymali-
zacji (3a) 1 minimalizacji (3b):

¢'x = max ¢'x — min
Ax<b (3a) Ax>b (3b)
x=0 x>0

gdzie: A jest macierzg MxN wspotczynnikow stojacych po lewej stronie uktadu warunkéw
ograniczajacych (czyli mamy M warunkéw ograniczajagcych 1 N zmiennych decyzyjnych), b
jest wektorem kolumnowym M wyrazéw wolnych uktadu warunkéw ograniczajacych, a ¢'
jest wektorem wierszowym N wspoiczynnikow funkcji celu, za$ x jest wektorem kolumno-
wym N zmiennych decyzyjnych zagadnienia pierwotnego. Jezeli teraz przez y oznaczymy
sobie M-elementowy wektor kolumnowy nowych zmiennych decyzyjnych (zmiennych dual-
nych), to ponizszy program (4a) jest programem dualnym do programu pierwotnego (3a), za$
program 4b) jest programem dualnym do programu (3b):

b'y = min b'y — max
Aly>e¢ (4a) Aly<e (4b)
y=0 y=0

Jak wiec widaé: program dualny do standardowego zagadnienia maksymalizacji jest stan-
dardowym zagadnieniem minimalizacji, za§ program dualny do standardowego zagadnienia
minimalizacji jest standardowym zagadnieniem maksymalizacji. Zatem, programy (3a) i (4a)
oraz (3b) 1 (4b) sa wzajemnie dualne: jak jeden uznamy za pierwotny, to drugi bedzie dualny,
1 odwrotnie: jak drugi bedzie pierwotny, to pierwszy bedzie dualny.

Charakterystyczne dla programu dualnego jest to, ze ma tyle warunkéw ograniczajacych
ile zmiennych miat program pierwotny, zas§ zmiennych ma tyle, ile warunkow miat program
pierwotny. Dalej, w programie dualnym wagami funkcji celu sg wyrazy wolne zagadnienia
pierwotnego, za§ wyrazami wolnymi sg wagi funkcji celu programu pierwotnego. Te wlasno-
$ci programu dualnego sprawiaja, ze moze by¢ atrakcyjny dla decydenta. Mianowicie, pier-
wotny problem decyzyjny moze mie¢ liczne zmienne decyzyjne, ale niewielka liczb¢ warun-
kéw ograniczajacych, zatem program dualny bedzie mie¢ liczne warunki ograniczajace, ale
niewielkg liczbe zmiennych decyzyjnych, przez co moze by¢ tatwiejszy do rozwigzania.
I gdyby istniat zwiazek (przej$cie) miedzy rozwigzaniami programow pierwotnego i dualne-
g0, to korzys¢ z posiadania programu dualnego jest oczywista.

4.2. Niesymetryczne zagadnienie dualne

Program dualny tatwo utworzy¢ dla zagadnienia standardowego, ale rzeczywiste problemy
decyzyjne rzadko maja strukturg zagadnienia standardowego (zycie jest zwykle bogatsze niz
wszelkie teoretyczne modele formalne): nie wszystkie warunki ograniczajace maja kierunek
nieréwnosci zgodny z zagadnieniem standardowym (przypomnijmy: < dla standardowego
zagadnienia maksymalizacji 1 > dla standardowego zagadnienia minimalizacji), niektore wa-
runki moga mie¢ tez posta¢ rownos$ci. Ponadto nie wszystkie zmienne decyzyjne musza by¢
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nieujemne. Niektére moga by¢ niedodatnie, inne za$ dowolne. Jak zatem w takiej sytuacji
utworzy¢ program dualny do takiego zagadnienia pierwotnego, ktore nie ma struktury zagad-
nienia standardowego? Wbrew pozorom, sprawa jest prosta; mamy 4 proste reguty dziatajace
w dwie strony (tu trzeba pamietac, ze kazdemu warunkowi ograniczajgcemu w jednym za-
gadnieniu odpowiada jaka$ zmienna decyzyjna w drugim zagadnieniu, i na odwro6t, kazdej
zmiennej decyzyjnej w drugim zagadnieniu odpowiada jaki§ warunek ograniczajacy w pierw-
szym zagadnieniu):

1° programem dualnym do pierwotnego zagadnienia maksymalizacji jest zagadnienie mi-
nimalizacji, 1 na odwroét, programem dualnym do pierwotnego zagadnienia minimalizacji jest
zagadnienie maksymalizacji

2° warunkom ograniczajacym o kierunku nieréwnosci zgodnym z zagadnieniem standar-
dowym w jednym zagadnieniu, w drugim zagadnieniu odpowiadajg nieujemne zmienne decy-
zyjne, 1 na odwrdt: nieujemnym zmiennym decyzyjnym w jednym zagadnieniu w drugim za-
gadnieniu odpowiadajg warunki o nierownos$ciach zgodnych z zagadnieniem standardowym

3° warunkom ograniczajagcym o kierunku nierdéwnosci niezgodnym z zagadnieniem stan-
dardowym w jednym zagadnieniu, w drugim zagadnieniu odpowiadaja niedodatnie zmienne
decyzyjne, 1 na odwro6t: niedodatnim zmiennym decyzyjnym w jednym zagadnieniu w drugim
odpowiadajg warunki o nieréwnosciach niezgodnych z zagadnieniem standardowym

4° warunkom ograniczajagcym w postaci rownosci w jednym zagadnieniu, w drugim za-
gadnieniu odpowiadajg dowolne zmienne decyzyjne, 1 na odwrot: dowolnym zmiennym de-
cyzyjnym w jednym zagadnieniu w drugim odpowiadaja warunki w postaci rownosci.

Przedstawione powyzej (w sposob werbalny) reguty zestawiliSmy bardziej formalnie w
ponizszej tabeli, zakladajac Ze warunki i zmienne zostaly tak przenumerowane, ze przy czyta-
niu tabeli z lewej na prawg (kiedy programem pierwotnym jest zagadnienie maksymalizacji)
K pierwszych warunkow ma kierunek nierownosci zgodny z kierunkiem zagadnienia standar-
dowego, L kolejnych warunkéw ma kierunek nierownosci niezgodny z zagadnieniem standar-
dowym, pozostate za§ sa rownoscia

program pierwotny program dualny
N M
Funkcja : Funkcja
celu Zlcfxf —> max Z}:biy i > min celu
Jj= =

R N

& z UJsz i=1---,K .20 i=1--K 2

N /= 3

E N >

s . . 3

5 | 24y, 2b =K+l L |y 20 i=K+l-L ©

— J=1 g

g ;ayx(/ =b, i=L+1,--M | yeR i=L+1---M N
M [

2 | %20 j=L-.S Yax,zc, j=1-,8 £

3 i=1 5

g x,20 j=8+1,--,T ;aijxjﬁcj j=8+1---,T Eﬂ

g % §

§ |x;eR j=T+1--,N Yax,=c, j=T+l-,N :
i=1

program dualny program pierwotny
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Przyklad 10. Utworzy¢ program dualny do ponizszego programu pierwotnego:

F(x,...,x,) = 4x, +2x, +28x; + 7x, — min
1) x +x,-3x;+x, 28
2) x,—x,+7x, >10

3) x <0, x,x,x,20

Rozwigzanie:

Niech y;, y» bedg zmiennymi decyzyjnymi programu dualnego (beda dwie zmienne dual-
ne, bo program pierwotny ma tylko 2 warunki ograniczajace; warunek (3) jest warunkiem
brzegowym). W programie dualny funkcja celu bedzie podlegata maksymalizacji, bowiem w
programie pierwotnym jest ona minimalizowana. Skoro program pierwotny ma 4 zmienne
decyzyjne, to program dualny bedzie mial 4 warunki ograniczajace, przy czym jeden warunek
(pierwszy) bedzie miat kierunek nierownos$ci niezgodny z zagadnieniem standardowym (mak-
symalizacji), bo pierwsza zmienna decyzyjna w programie pierwotnym jest niedodatnia.
Obydwie zmienne decyzyjne programu dualnego beda nieujemne, bo obydwa warunki ogra-
niczajgce programu pierwotnego sg postaci >, czyli maja kierunek nieréwnosci zgodny z za-
gadnieniem standardowym (minimalizacji). Wobec tego program dualny bedzie miat nastepu-
jaca postac:

G(y]’y2)=8y] +10y2 — max
O n+ y24

2 »n- »n=<2

3) =3y, +7y,<28

4 » <7

) VY, 20

4.2. ZWIAZKI MIEDZY ROZWIAZANIEM ZAGADNIENIA PIERWOTNEGO | DUALNEGO (podsta-
wowe twierdzenia o dualizmie)

Koncepcja programu dualnego jest migdzy innymi dlatego pozyteczna, ze istnieje jedno-
znaczny zwigzek mi¢dzy rozwigzaniami optymalnymi obydwu zagadnief: znajac rozwigzanie
optymalnego jednego zagadnienia mozemy wyliczy¢ rozwigzanie optymalnego drugiego za-
gadnienia. Zwigzek ten wynika z podstawowych twierdzen o dualizmie.

Twierdzenie 1 (o istnieniu)

Jezeli obydwa zagadnienia (pierwotne i1 dualne) majg rozwigzania dopuszczalne (sg nie-
sprzeczne), to obydwa maja rozwigzania optymalne. Jezeli chociaz jedno z nich nie ma roz-
wigzania dopuszczalnego, to obydwa nie majg rozwigzan optymalnych.

Twierdzenie 2 (o optymalnosci)

Jezeli x* jest rozwigzaniem dopuszczalnym programu pierwotnego, a y* jest rozwigza-
niem programu dualnego, to te rozwigzania dopuszczalne bedg optymalne wtedy 1 tylko wte-
dy, gdy optymalne wartosci funkcji celu beda rowne (identyczne), tzn. ¢'x* = b'y*.

I najwazniejsze twierdzenie, umozliwiajace przejscie od rozwigzania optymalnego jedne-
go zagadnienia rozwigzania optymalnego drugiego zagadnienia:
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Twierdzenie 3 (o sumach dopetniajacych)

Jezeli x* jest rozwigzaniem dopuszczalnym programu pierwotnego, a y* jest rozwigza-
niem programu dualnego, to te rozwigzania dopuszczalne bedg optymalne wtedy 1 tylko wte-

dy, gdy:
N
1) y*"-(Ax* —b) =0, czyli skalarnie Vi=1,..M v, [Z aijx: —b,} =0

Jj=1

N
2) x*".(A'y* —¢) =0, czyli skalarnie Vj=1,....N xj. -(Za”yj —cj} =0.
Jj=1
Z warunku 1) wynika za$, ze jezeli i-ta optymalna zmienna decyzyjna programu dualnego
nie jest zerem, to odpowiadajacy tej zmiennej, czyli i-ty, warunek programu pierwotnego dla
rozwigzan optymalnych musi by¢ spetniony z rownoscig. Z warunku 2) wynika, ze jesli j-ty
warunek programu dualnego dla rozwigzan optymalnych jest spetniony ostro (wyrazenie w
nawiasie nie jest zerem), to optymalna warto$§¢ odpowiadajacej temu warunkowi, czyli j-tej
zmiennej decyzyjnej programu pierwotnego jest rowna zeru (j-ta optymalna zmienna decy-
zyjna jest zerem: x;* = 0).

Przyklad 11. ZnaleZ¢ rozwigzanie optymalne modelu z przyktadu 10, wiedzac, Zze roz-
wigzanie optymalne programu dualnego to: y;* =7 1 »*=7.

Rozwigzanie:

Poniewaz y;* y,* sgniezerowe, to warunek (1) 1 (2) dla rozwigzan optymalnych x;*, x,*,
x3% 1 x4* beda rownosciami, zatem

(D x +x -3x +x =8
(2) xT —x: + 7xj =10
ale dla y;*=7 1 y*=7 warunki (1) 1 (2) programu dualnego sa speilnione ostro

O*+m*=T7+7=14>4; y*—»*=7-7=0<2), wobec tego, w mysl twierdzenia o su-
mach dopelniajacych: x;* =0 1 x;* = 0. Ostatecznie mamy zatem:

1 -3x +x:= = x,=86/7

2) 7Tx =10 = x,=10/7
wobec tego pelne rozwigzanie programu pierwotnego to: x;* =0, x*=0, x3*=10/7
1 x4 =86/7. Kontrolne obliczenia:

G(yf,y;‘):8-7+1o-7=126:4-0+2-0+28-§+7-§:F(xf,x;‘,x;‘,xj;)

pokazuja, ze przejscie od rozwigzania optymalnego programu dualnego do rozwigzania opty-
malnego programu pierwotnego odbylo si¢ poprawnie, bowiem zgodnie z Twierdzeniem 2
optymalne warto$ci funkcji celu sg identyczne.

4.3. INTERPRETACJA ZMIENNYCH DUALNYCH

Interpretacja zmiennych dualnych jest najbardziej wyrazista w przypadku zagadnienia
wyboru asortymentu produkcji. Gdybysmy chcieli dokupi¢ dodatkowsa jednostke i-tego limi-
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towanego Srodka produkcji, to musimy sobie zadaé pytanie: ile maksymalnie mozemy zapta-
ci¢ za t¢ dodatkowa jednostke owego i-tego limitowanego $rodka produkcji. Zapewne nie
wigcej niz mozemy zyskaé zwigkszajac produkcje dzigki owej dodatkowej jednostce. Z row-
no$ci optymalnych wartosci funkeji celu (Twierdzenie 2) wynika, ze zwigkszenie limitu
i-tego $rodka produkcji o jednostke zwieksza warto$¢ funkcji celu zagadnienia dualnego, a
tym samym programu pierwotnego o y;i* (bo i-ty sktadnik nowej funkcji celu jest réwny:
(bi +1)yi* = byyi* + »;*). Zatem optymalna warto$¢ zmiennej dualnej jest maksymalng cena
(dualng), jakg warto da¢ za dodatkowg jednostke limitowanego §rodka produkcji.

Ta interpretacja pokazuje, Ze znaczenie programy dualnego wykracza poza mozliwo$¢ po-
sredniego rozwigzania programu pierwotnego za posrednictwem programu dualnego, kiedy
rozwigzanie tego pierwszego wprost (bezposrednio) moze by¢ zbyt trudne (pracochtonne) czy
wrecz niemozliwe. Czasami nalezy rozwigza¢ program dualny, aby poglebi¢ zrozumienie
programu pierwotnego.

Antoni Goryl, Anna Walkosz: Programowanie liniowe strona 32



